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1.1. MOTIVACIÓN Y OBJETIVOS 
 
En los diseños clásicos de componentes mecánicos y estructurales, éstos se 
consideran libres de defectos durante toda su vida útil. Sin embargo, es bien conocido 
que pueden aparecer fisuras en dichos componentes durante la fabricación, montaje o 
a lo largo de su vida en servicio. Los métodos de diseño basados en la metodología de 
tolerancia al daño parten de la hipótesis de la presencia de fisuras en los componentes 
y utilizando técnicas de cálculo basadas en la Mecánica de Fractura establecen 
programas de inspección que tratan de detectar su presencia antes de que 
comprometan la integridad estructural del componente. Una posibilidad para detectar 
defectos en estructuras, apuntada por numerosos investigadores, es medir las 
frecuencias propias de las mismas. El hecho que haya un defecto hace que la 
flexibilidad de la estructura aumente y, como consecuencia, sus frecuencias naturales 
disminuyan. En todo este tiempo cuando se habla de que un elemento tiene una fisura 
siempre se ha planteado de forma transversal a la estructura, debido a que es más 
crítica. Pero las fisuras que aparecen también pueden ser longitudinales, como en 
procesos de laminación. Por esto, parece interesante estudiar el efecto de las fisuras 
longitudinales en las estructuras. Con estas ideas en mente se aborda el presente 
Proyecto Fin de Carrera en el que se analiza el comportamiento vibratorio en flexión 
de vigas de Euler-Bernouilli con una fisura longitudinal con diferentes condiciones de 
apoyo y en el que se ha planteado el siguiente objetivo principal: 
 
 Calcular las frecuencias propias en flexión de una viga de Euler-Bernouilli con 
una fisura longitudinal. 
 
A parte del objetivo principal, se plantean los siguientes objetivos parciales: 
 
 Realizar un modelado simplificado de la viga. 
 
 Mediante las técnicas de análisis dimensional determinar los parámetros 
influyentes en el problema. 
 
 Analizar la influencia de los diferentes parámetros en el resultado final, así 
como de las condiciones de contorno. 
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1.2. CONTENIDO DEL PROYECTO 
 
El presente proyecto está dividido en 7 capítulos.  
 
El capítulo 1 es a modo introductorio, donde se explica lo que ha motivado 
realizar el proyecto y sus objetivos, así como el contenido del mismo. 
 
En el capítulo 2 se analiza el problema de vibraciones libres en vigas de Euler-
Bernouilli sin fisura. Durante el mismo se deducirá y explicará de donde proceden las 
ecuaciones que gobiernan el movimiento, y como se calcula la frecuencia natural de la 
viga.  
 
En el capítulo 3 se realiza un breve resumen de cómo se resuelve el problema 
del capítulo anterior con fisuras transversales. 
 
En el capítulo 4 se realiza el análisis de la viga con una fisura longitudinal, 
basándose, y ampliando, el trabajo realizado por Jeslin Thalapil y S.K. Maiti, referencia 
[9]. Primeramente se explica el modelado de la viga con este tipo de fisura en su 
interior. Seguidamente se realiza el planteamiento, para que en el siguiente apartado 
se explique la resolución del mismo. En un último apartado se explica cómo se 
simplifica el problema, con la utilización de variables adimensionales y se 
determinarán las variables de las que depende el problema. 
 
En el capítulo 5 se explica el algoritmo utilizado para la resolución del problema 
y se muestran todos los resultados obtenidos. 
 
En el capítulo 6 se muestran los efectos de los diferentes parámetros, de los 
que depende el problema en los resultados obtenidos. 
 
Por último, en el capítulo 7 se explican las conclusiones extraídas al realizar el 
proyecto y se proponen algunos trabajos futuros relacionados con éste. 
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VIBRACIONES LIBRES 
EN VIGAS 
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2.1. INTRODUCCIÓN 
 
En este capítulo se expone el método general que se ha utilizado a lo largo de 
este proyecto. El método que se explica es el método diferencial, basado en el 
planteamiento de la ecuación diferencial de equilibrio dinámico de una viga que vibra a 
flexión. La aplicación de esta metodología conduce a un problema de autovalores 
formulado en forma diferencial. 
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2.2. VIBRACIONES TRANSVERSALES DE VIGAS 
 
2.1.1. ECUACIÓN DEL MOVIMIENTO 
 
La viga sometida a estudio se encuentra delimitada por dos extremos, el 
izquierdo denominada A y el derecho denominado B; con diferentes condiciones de 
contorno según el caso considerado. Se muestra en la Figura 1. El origen de los 
sistemas de coordenadas se encuentra en el extremo izquierdo de la viga, también 
denominado A. El eje x tiene dirección y sentido positivo hacia el extremo derecho, 
denominado B. El eje y es perpendicular a la viga en dirección del canto de la misma, 
y con sentido positivo hacia abajo. El eje z es perpendicular a los anteriores formando 
un sistema dextrógiro, por lo que el sentido positivo del mismo queda hacia el interior 
del papel. 
 
Figura 1: Geometría de la viga y sistemas de referencia 
Donde: 
 L ≡ Longitud de la viga entre ambos extremos en la dirección x. 
 D ≡ Canto en dirección y. 
 B ≡ Ancho en dirección z. 
 
Partiendo de la condición de equilibrio de fuerzas y de momentos en un 
elemento diferencial de la viga, se obtiene la ecuación del movimiento que determina 
el comportamiento de la viga, y puede comprobarse en la referencia [1]: 
 
∂2
∂x2
 EI x 
∂2y
∂x2
 x, t  + ρA x 
∂2y
∂t2
 x, t = f x, t  (2.1) 
CAPÍTULO 2: VIBRACIONES LIBRES EN VIGAS 
 
ANÁLISIS VIBRATORIO DE VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL Página 12 
 
Donde: 
 E ≡ Módulo de Young. 
 I(x) ≡ Momento de inercia de la sección transversal de la viga sobre el eje z. 
 ρ ≡ densidad másica. 
 A(x) ≡ Área de la sección transversal de la viga. 
 y(x,t) ≡ Deformada de la viga. 
 f(x,t) ≡ Fuerza exterior por unidad e longitud de la viga. 
 
Como se puede ver en la ecuación del movimiento (2.1) aparecen una derivada 
de segundo orden con respecto al tiempo (t) y una derivada de cuarto orden con 
respecto a la variable espacial (x), luego son necesarias dos condiciones iniciales y 
cuatro condiciones de contorno, para encontrar una única solución de y(x,t). 
 
Normalmente los valores del desplazamiento vertical y de la velocidad son 
especificados como y0(x) y y’0(x) para t=0, así las condiciones iniciales se pueden 
expresar de la siguiente forma: 
 
y x, t = 0 = y0 x  
∂y
∂t
 x, t = 0 = y0
′  x  (2.2) 
 
Las condiciones de contorno más comunes son: 
Condición de 
contorno 
Momento flector Esfuerzo cortante Deflexión Giro 
Extremo libre 
M = EI
∂2y
∂x2
= 0 
ó 
∂2y
∂x2
= 0 
Q =
∂
∂x
 EI
∂2y
∂x2
 = 0 
ó 
∂3y
∂x3
= o 
- - 
Simplemente 
apoyado 
M = EI
∂2y
∂x2
= 0 
ó 
∂2y
∂x2
= 0 
- y = 0 - 
Empotrado - - y = 0 θ =
∂y
∂x
= 0 
Tabla 1:Condiciones de contorno más comunes 
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Si se tienen en cuenta las condiciones de contorno anteriores, y se aplican a 
cada uno de los dos casos sometidos a estudio en este documento (viga en voladizo y 
biapoyada), obtenemos las siguientes restricciones a desplazamientos, giros, 
momentos flectores y esfuerzos cortantes en los dos extremos; que se muestran 
resumidos en la tabla 2, mostrada  a continuación. 
 
Caso Extremo A en x=0 Extremo B en x=L 
Voladizo y1 0 = 0 
∂y1
∂x
 0 = 0 
∂2y2
∂x2
 L = 0 
∂3y2
∂x3
 L = 0 
Biapoyada y1 0 = 0 
∂2y1
∂x2
 0 = 0 y2 L = 0 
∂2y2
∂x2
 L = 0 
Tabla 2: Condiciones de contorno en los extremos de la viga para los distintos casos. 
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2.2.2. VIBRACIONES LIBRES: FRECUENCIAS Y MODOS PROPIOS 
 
Para una viga sometida a vibración libre, f(x,t)=0, y además de sección 
rectangular uniforme (A(x) e I(x) constantes), la ecuación (2.1) se reduce a: 
 
EI
∂4y x, t 
∂x4
+ ρA
∂2y x, t 
∂t2
= 0 (2.3) 
 
Donde, por ser una sección rectangular, el área de la sección transversal de la 
viga (A) y el momento de inercia de dicha sección con respecto al eje z (I) serán: 
 
A = W ∙ B  (2.4) 
 
I =
1
12
∙ B ∙ W3 (2.5) 
 
La ecuación (2.3) puede ser expresada también como la siguiente ecuación: 
 
c2
∂4y x, t 
∂x4
+
∂2y x, t 
∂t2
= 0 (2.6) 
 
Donde  
c =  
EI
ρA
 (2.7) 
 
La solución para la vibración libre se puede encontrar usando el método de 
separación de variables, es decir, suponiendo que: 
 
y x, t,  = w x ∙ T t  (2.8) 
 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (2.6) y despejando las 
correspondientes variables obtenemos: 
 
c2
w x 
d4w x 
dx4
= −
1
T t 
d2T t 
dt2
= ω2 = cte (2.9) 
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Donde ω2 es una constante positiva. La ecuación anterior se puede escribir 
como dos ecuaciones independientes: 
 
d4w x 
dx4
− β4w x = 0 (2.10) 
 
d2T t 
dt2
− ω2T t = 0 (2.11) 
 
Donde 
 
β4 =
ω2
c2
=
ρAω2
EI
 (2.12) 
 
La función w(x) es conocida como deformada modal, modo normal, forma 
modal, función de forma, o función característica de la viga. Para cualquier viga 
tendremos un número infinito de modos normales. A cada modo normal hay asociada 
una frecuencia natural (o propia) de vibración representada por la letra griega ω. 
 
La solución de la ecuación (2.11) se puede expresar como 
 
T t = A1 cos ωt + A2 sin ωt  (2.13) 
 
Antes de escribir la solución de la ecuación (2.10), se procederá a 
adimensionalizar la misma, ya que será de gran utilidad para el presente proyecto. 
Para adimensionalizar la ecuación se utilizará las siguientes variables: 
 
W =
w
L
 (2.14) 
 
ξ =
x
L
 (2.15) 
 
Con lo cual, la ecuación (2.10) quedaría como sigue: 
 
d4W ξ 
dξ4
− λ4W ξ = 0 (2.16) 
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Donde 
λ4 =
ρAL4
EI
ω2 (2.17) 
 
El parámetro λ es la frecuencia natural adimensional y con este parámetro se 
puede calcular la frecuencia natural ω para cada disposición geométrica de la viga. 
La solución para la ecuación (2.16) se puede expresar como 
 
W ξ = C1 cos λξ + C2 cosh λξ + C3 sin λξ + C4 sinh λξ  (2.18) 
 
Los parámetros A1 y A2 que aparecen en la ecuación (2.13) son constantes 
que se pueden calcular a partir de las condiciones iniciales; y los parámetros C1, C2, C3 
y C4 que aparecen en la ecuación (2.18) son constantes que se pueden hallar a partir 
de las condiciones de contorno. 
 
A continuación se procede a calcular el valor de λ para las condiciones de 
contorno utilizadas durante el presente proyecto (voladizo y biapoyada). Las 
condiciones de contorno antes mencionadas en Tabla 1, no se pueden aplicar a la 
ecuación (2.18), antes de eso se tienen que adaptar a las nuevas variables utilizadas. 
Se muestra en Tabla 3. 
 
Caso Extremo A en ξ=0 Extremo B en ξ=L 
Voladizo W1 0 = 0 
∂W1
∂ξ
 0 = 0 
∂2W2
∂ξ2
 L = 0 
∂3W2
∂ξ3
 L = 0 
Biapoyada W1 0 = 0 
∂2W1
∂ξ2
 0 = 0 W2 L = 0 
∂2W2
∂ξ2
 L = 0 
Tabla 3: Condiciones de contorno adimensionales en los extremos de la viga para los distintos casos. 
 
Se sustituye la ecuación (2.18) en las condiciones de contorno de Tabla 3, y se 
consigue para cada caso de estudio un sistema de 4 ecuaciones y 4 incógnitas. Para 
calcular λ hay que igualar a cero el determinante Q del sistema, obteniéndose los 
siguientes valores, mostrados en Tabla 4, para el primer modo de vibración de cada 
caso. 
Caso λ 
Voladizo 1,875104 
Biapoyada π 
Tabla 4: Valor del primer modo de vibración adimensional de los casos de estudio
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3.1. INTRODUCCIÓN 
 
En este capítulo se aplican al caso de vigas fisuradas transversalmente, los 
métodos generales recogidos anteriormente. En primer lugar se detalla el modelo que 
se utilizará para considerar la presencia de la fisura y la correspondiente pérdida de 
rigidez. Con este modelo, la viga con fisura se considera como una viga de dos tramos 
conectados en la sección con fisura, por medio de un resorte de torsión cuya rigidez 
depende de la sección recta de la viga y de la longitud de la fisura. Esto da lugar a una 
discontinuidad en la primera derivada de la deformada de la pieza cuya amplitud es 
proporcional al momento flector transmitido por la sección con fisura (Sección donde 
aparece la discontinuidad). 
 
Se aplica el método de la ecuación diferencial de equilibrio a este sistema, en 
el que se obliga a cumplir la ecuación de equilibrio a cada uno de los dos tramos en 
los que se ha dividido la viga, con las correspondientes condiciones de contorno tanto 
en los apoyos como en la sección con fisura. 
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3.2. MODELO DE LA VIGA CON FISURA TRANSVERSAL 
 
Supongamos una viga uniforme de sección rectangular de Euler-Bernoulli que 
vibra libremente en el plano x-y. La viga tendrá las mismas características geométricas 
(sección transversal, A, y momento de inercia geométrico, I, constantes) y propiedades 
del material (módulo de Young, E y densidad másica, ρ, constantes) que la viga de la 
Figura 1. A esta viga se le añade una fisura transversal de longitud a, situada a una 
distancia b del origen, situada en la sección F (ver Figura 2). La fisura se supone 
abierta durante todo el movimiento vibratorio. 
Figura 2: Geometría y sistemas de referencia para la viga con fisura. 
 
Dado que la ecuación (2.3) no es válida en las cercanías de la fisura, debido al 
cambio abrupto de la sección transversal en la misma; se asume que el efecto de la 
fisura es apreciable solo en las inmediaciones de la misma. 
 
La viga puede entonces ser tratada como dos vigas uniformes e 
independientes, conectadas por un muelle de torsión equivalente que simulará el 
efecto de la fisura, como puede observarse en la Figura 3, véase referencia [6]. El 
resorte se encuentra localizado en la misma posición que la sección con fisura, y su 
rigidez depende de varios parámetros geométricos de la sección con fisura y del 
tamaño de la fisura. 
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Figura 3: Modelización de la fisura, mediante un muelle. 
 
La ecuación anterior es entonces válida para cada uno de los segmentos por 
separado, con las apropiadas condiciones de contorno. El segmento de la izquierda lo 
designaremos con el subíndice 1 (cuyas secciones extremas son el extremo A y la 
sección F), y el derecho con el 2 (cuyas secciones extremas son la sección F y el 
extremo de la viga B). Este modelo para vigas con fisura tiene la ventaja de usar la 
solución exacta para la mayor parte de la viga, salvo una región estrecha cercana a la 
fisura, donde el verdadero campo de tensiones es aproximado por el muelle de torsión. 
 
Este modelo conduce a la aparición de una discontinuidad en la primera 
derivada de la función que describe la deformada de la viga en la sección en que se 
encuentra la fisura (giro de las secciones de la viga, θ); y una discontinuidad en el 
desplazamiento vertical. Dado que la viga sometida a estudio la hemos simplificado a 
una del tipo Euler-Bernoulli, el efecto de la discontinuidad en el desplazamiento vertical 
será nulo, dado que se desprecian los esfuerzos cortantes. 
 
La discontinuidad en el giro de las secciones se puede escribir como: 
 
∂y2
∂x
 b −
∂y1
∂x
 b = ΘL
∂2y2
∂x2
 b  (3.1) 
 
Donde 
 Θ es la flexibilidad adimensional de la sección  
Θ =
W
L
m a W   (3.2) 
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o m a W   es una función adimensional distinta para cada tipo de sección 
con fisura, y cuyo valor es: 
o  
m a W  = 2  
a
W 
1 − a W 
 
2
 5.93 − 16.69  
a
W
 + 37.14  
a
W
 
2
− 35.84  
a
W
 
3
+ 13.2  
a
W
 
4
  (3.3) 
 
Además de esta condición de discontinuidad en el giro, se ha de cumplir: 
Continuidad de desplazamientos: y1 b = y2 b  (3.4.a) 
Continuidad de momentos flectores: 
∂2y1
∂x2
 b =
∂2y2
∂x2
 b  (3.4.b) 
Continuidad de esfuerzos cortantes: 
∂3y1
∂x3
 b =
∂3y2
∂x3
 b  (3.4.c) 
 
Para ambos segmentos de la viga a cada lado de la fisura, situada a una 
distancia b del origen. 
 
Este modelo que relaciona la flexibilidad con la profundidad de la fisura y en el 
que asumimos que la fisura está trabajando en el opening mode, es decir, el primer 
modo de fractura.  
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3.3. PLANTEAMIENTO 
 
La ecuación del movimiento de la viga (2.3) es resuelta como ya se ha 
explicado por el método de separación de variables, obteniéndose la ecuación (2.16). 
Como en el capítulo anterior, se trabajará con variables adimensionales, por lo que se 
utilizará la ecuación (2.16) que conduce a las siguientes ecuaciones diferenciales, para 
cada uno de los dos segmentos en que se ha dividido la viga. 
 
d4W1 ξ 
dξ4
− λ4W1 ξ = 0,     0 < ξ < 𝛼 (3.5.a) 
 
d4W2 ξ 
dξ4
− λ4W2 ξ = 0,     α < 𝜉 < 𝐿 (3.5.b) 
 
Donde  
 λ viene dada por la ecuación (2.17), ha de ser la misma para ambos 
segmentos, y tomará valores distintos a los que se obtenían cuando la viga no 
tenía fisura. 
 α ≡ distancia adimensional de la fisura desde el origen de coordenadas según 
el eje ξ. 
α =
b
L
 (3.6) 
 
Para la resolución de las ecuaciones anteriores son necesarias cuatro 
condiciones de contorno para cada uno de los dos segmentos en que hemos dividido 
la viga, lo que hace un total de ocho condiciones de contorno. 
 
Las ocho condiciones de contorno pueden ser divididas en dos: 
 
Las cuatro condiciones de contorno sobre los extremos enumeradas en la Tabla 3: 
 
Dos del extremo A 
 
Dos del extremo B 
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El resto hasta completar las 8, como también vimos, se obtienen de la conexión 
de los dos segmentos en la sección con fisura, dadas en la sección 3.2 por las 
ecuaciones (3.1) y (3.4) que se transforman para la deformada modal y se 
adimensionalizan como se muestra a continuación. 
 
Discontinuidad de giros 
∂W2
∂ξ
 b −
∂W1
∂ξ
 b = Θ
∂2W2
∂ξ2
 b  (3.7.a) 
Continuidad de desplazamientos: W1 b = W2 b  (3.7.b) 
Continuidad de momentos flectores: 
∂2W1
∂ξ2
 b =
∂2W2
∂ξ2
 b  (3.7.c) 
Continuidad de esfuerzos cortantes: 
∂3W1
∂ξ3
 b =
∂3W2
∂ξ3
 b  (3.7.d) 
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3.4. RESULOCIÓN DEL PROBLEMA 
 
La solución a cada uno de los dos segmentos viene dado por la ecuación (2.18) 
 
W1 x = C1 cos λξ + C2 cosh λξ + C3 sin λξ + C4 sinh λξ ,    0 < x < 𝜉 (3.8.a) 
 
W2 x = C5 cos λξ + C6 cosh λξ + C7 sin λξ + C8 sinh λξ ,    0 < x < 𝜉 (3.8.b) 
 
Se tiene 8 coeficientes desconocidos Ci, con i desde 1 a 8. Los coeficientes Ci 
pueden ser hallados sustituyendo las soluciones de la ecuación del movimiento (3.8.a 
y b), en las correspondientes cuatro ecuaciones de las condiciones de contorno (para 
cada caso) de la tabla 3 y en las ecuaciones (3.7). Resultando un sistema de ocho 
ecuaciones algebraicas lineales homogéneas para los ocho coeficientes 
desconocidos: 
 
La frecuencia adimensional, λ, entonces se calcula igualando el determinante 
de la matriz Q del sistema a cero.  
 
 ANÁLISIS VIBRATORIO DE VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL Página 25 
 
 
 
 
Capítulo 4 
 
 
 
VIGAS CON UNA 
FISURA LONGITUDINAL 
CAPÍTULO 4: VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL 
 
ANÁLISIS VIBRATORIO DE VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL Página 26 
 
4.1. INTRODUCCIÓN 
 
Durante este capítulo se realizará el análisis de las vigas fisuradas 
longitudinalmente. Primeramente se mostrará el modelo utilizado para la viga con 
fisura, explicando las condiciones de compatibilidad que se debe cumplir y como se va 
a abordar el problema. Seguidamente se realizara el planteamiento del problema, 
donde se expondrá las ecuaciones a resolver y las condiciones de contorno que se 
utilizarán. En el siguiente apartado se resolverá el problema de autovalores que 
permite calcular las frecuencias propias. 
 
En el último apartado se analizará las variables adimensionales de las que 
depende el problema. 
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4.2. MODELADO DE LA VIGA CON FISURA LONGITUDINAL 
 
Supongamos una viga de Euler-Bernoulli de sección uniforme rectangular que 
vibra libremente en el plano x-y. La viga tendrá las mismas características geométricas 
(sección transversal, A, y momento de inercia geométrico, I, constantes) y propiedades 
del material (módulo de Young, E y densidad másica, ρ, constantes) que la viga de la 
Figura 1. Esta viga contiene una fisura longitudinal de dimensión “a”, situada a una 
distancia L1 desde el origen en la dirección x, y una distancia d2 desde el origen en la 
dirección y, situada entre las secciones C y D (Ver Figura 4). 
Figura 4: Geometría y sistemas de referencia para la viga con una fisura longitudinal. 
 
Como se puede apreciar en Figura 4, la longitud de fisura,“a”, se puede 
expresar como: 
 
a = L2 − L1 (4.1) 
 
En el capítulo anterior, la viga era dividida en dos segmentos independientes 
unidos por unas condiciones de compatibilidad dadas. Para el caso de una viga con 
una fisura longitudinal, ésta se divide en 4 segmentos independientes tal y como se 
muestra en la Figura 5. 
 
CAPÍTULO 4: VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL 
 
ANÁLISIS VIBRATORIO DE VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL Página 28 
 
Figura 5: Partición en segmentos de la viga 
 
Para el problema de estudio existe un acoplamiento entre la vibración 
transversal y longitudinal. Por ello, habrá que establecer unas hipótesis y condiciones 
de compatibilidad tanto para el movimiento transversal, “y”, como para el movimiento 
longitudinal, “u”. 
 
La hipótesis principal del problema es que los desplazamientos transversales 
serán iguales, pero los desplazamientos longitudinales serán distintos a lo largo de 
toda la viga. Por esta hipótesis, en las secciones C y D de la Figura 5, se debe cumplir: 
 
𝑦2 𝑥 = 𝑦3 𝑥 ;  𝑢2 𝑥 ≠ 𝑢3 𝑥  (4.2) 
 
Además de la hipótesis anterior, en las secciones C y D de la Figura 5, se 
deben cumplir unas condiciones de continuidad entre los segmentos en los que ha 
sido dividida la viga.  
 
Las condiciones de compatibilidad se reflejan en las tablas 5 y 6, donde en la 
tabla 5 se expresan las condiciones en la sección C (compatibilidad entre segmento 1 
y segmentos 2 y 3) y en la tabla 6 se expresan las condiciones en la sección D 
(compatibilidad entre segmento 4 y segmentos 2 y 3). 
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Sección C (x=L1) 
Movimientos transversales: 
𝑦1 = 𝑦2 
Giros: 
𝑦1
′ = 𝑦2
′  
Esfuerzos cortantes: 
𝐼1𝑦1
′′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑦2
′′′  
Fuerzas axiales: 
𝐴1𝑢1
′ = 𝐴2𝑢2
′ + 𝐴3𝑢3
′  
Movimiento longitudinal en segmento 2: 
𝑢2 = 𝑢1 −
𝑑1
2
𝑦1
′  
Movimiento longitudinal en segmento 3: 
𝑢3 = 𝑢1 +
𝑑2
2
𝑦1
′  
Momentos flectores: 
𝐼1𝑦1
′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑦2
′′ −
𝐴2𝑑1
2
𝑢2
′ +
𝐴3𝑑2
2
𝑢3
′  
Tabla 5: Condiciones de compatibilidad en sección C 
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Sección D (x=L2) 
Movimientos transversales: 
𝑦4 = 𝑦2 
Giros: 
𝑦4
′ = 𝑦2
′  
Esfuerzos cortantes: 
𝐼1𝑦4
′′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑦2
′′′  
Fuerzas axiales: 
𝐴1𝑢4
′ = 𝐴2𝑢2
′ + 𝐴3𝑢3
′  
Movimiento longitudinal en segmento 2: 
𝑢2 = 𝑢4 −
𝑑1
2
𝑦4
′  
Movimiento longitudinal en segmento 3: 
𝑢3 = 𝑢4 +
𝑑2
2
𝑦4
′  
Momentos flectores: 
𝐼1𝑦4
′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑦2
′′ −
𝐴2𝑑1
2
𝑢2
′ +
𝐴3𝑑2
2
𝑢3
′  
Tabla 6: Condiciones de compatibilidad en sección D 
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4.3. PLANTEAMIENTO 
 
Como se ha comentado anteriormente, existe un acoplamiento entre las 
vibraciones transversales y longitudinales, por lo tanto, el movimiento de la viga queda 
definido por dos ecuaciones, una para el movimiento transversal y otra para el 
movimiento longitudinal. 
 
El movimiento transversal queda definido por la ecuación (2.3), la cual se 
recuerda a continuación: 
 
𝐸𝐼
𝜕4𝑦 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴
𝜕2𝑦 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑡2
= 0 (4.3) 
 
Esta ecuación ha sido resuelta por el método de separación de variables y a 
continuación adimensionalizada durante el capítulo 2, dando como resultado la 
ecuación (2.16), la cual se recuerda a continuación: 
 
𝑑4𝑊 𝜉 
𝑑𝜉4
− 𝜆4𝑊 𝜉 = 0 (4.4) 
 
Donde λ toma valor de la expresión (2.17) 
 
El movimiento longitudinal se rige por la siguiente expresión: 
 
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑥2
=
𝜌
𝐸
𝜕2𝑢 𝑥, 𝑡 
𝜕𝑡2
 (4.5) 
 
Donde 
 ρ ≡ densidad másica. 
 E ≡ Módulo de Young. 
 
La solución para la expresión (4.5) se puede encontrar usando el método de 
separación de variables, es decir, suponiendo que: 
 
𝑢 𝑥, 𝑡,  = 𝑢 𝑥 ∙ 𝑇 𝑡  (4.6) 
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Sustituyendo esta expresión en la ecuación (4.5) y despejando las 
correspondientes variables obtenemos: 
 
E
ρ
1
u x 
d2u x 
dx2
=
1
T t 
d2T t 
dt2
= ω2 = cte (4.7) 
 
La expresión (4.7) se puede dividir en dos ecuaciones independientes, y 
fijándose en la ecuación respectiva al movimiento longitudinal, “u”, se obtiene: 
 
𝑑2𝑢 𝑥 
𝑑𝑥2
+
𝜌
𝐸
𝜔2𝑢 𝑥 = 0 (4.8) 
 
Donde ω es la frecuencia natural del movimiento. 
 
Como se ha realizado anteriormente se va a adimensionalizar la ecuación (4.8) 
teniendo en cuenta que 𝜉 = 𝑥 𝐿  y 𝑈 =
𝑢
𝐿
 (desplazamiento longitudinal adimensional), 
llegando a la siguiente expresión: 
 
𝑑2𝑈
𝑑𝜉2
+ 𝑝2𝑈 = 0 (4.9) 
 
Donde  
𝑝2 =
𝜌𝐿2
𝐸
𝜔2 Parámetro adimensional (4.10) 
 
Por lo tanto, se ha conseguido obtener una ecuación que describa el 
movimiento transversal y otra que describe el movimiento longitudinal. Pero el 
problema planteado está divido en 4 segmentos diferenciados, por lo que en cada 
segmento se aplicará la ecuación correspondiente. En la tabla 7 se visualizan todas 
las ecuaciones que rigen el problema completo, donde el subíndice 1 de las 
ecuaciones se aplica al segmento 1, el subíndice 2 corresponde al segmento 2, el 
subíndice 3 corresponde al segmento 3 y el subíndice 4 corresponde al segmento 4. 
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SEGMENTO 1 
𝑊1
′′′′  𝜉 − 𝜆1
4𝑊1 𝜉 = 0 
𝑈1
′′  𝜉 + 𝑝2𝑈1 𝜉 = 0 
SEGMENTO 2 Y 3 
𝑊2
′′′′  𝜉 − 𝜆2
4𝑊2 𝜉 = 0 
𝑈2
′′  𝜉 + 𝑝2𝑈2 𝜉 = 0 
𝑈3
′′  𝜉 + 𝑝2𝑈3 𝜉 = 0 
SEGMENTO 4 
𝑊4
′′′′  𝜉 − 𝜆4
4𝑊4 𝜉 = 0 
𝑈4
′′  𝜉 + 𝑝2𝑈4 𝜉 = 0 
Tabla 7: Ecuaciones por segmentos 
 
Donde 
 
 𝜆1
4 = 𝜆4
4, debido a que tienen la misma sección transversal (A1=A4) y mismo 
momento de inercia (I1=I4), tiene el siguiente valor: 
 
𝜆1
4 =
𝜌𝐴1𝐿
4
𝐸𝐼1
𝜔2 (4.11) 
 
 𝜆2
4, tomará un valor diferente a 𝜆1
4 y será: 
 
𝜆2
4 =
𝜌 𝐴2 + 𝐴3 𝐿
4
𝐸 𝐼2 + 𝐼3 
𝜔2 (4.12) 
 
 𝑝2 se mantiene constante a lo largo de toda la viga siendo su valor el de la 
ecuación (4.10). 
 
Para la resolución de las ecuaciones de la Tabla 7, serán necesarias 4 condiciones 
de contorno por cada ecuación del movimiento transversal y 2 condiciones de contorno 
por cada ecuación del movimiento longitudinal. Esto nos lleva a que se necesitan 20 
condiciones de contorno para resolver el problema. 
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En la Figura 6 se visualiza la geometría de la viga con los parámetros 
adimensionalizados en el eje ξ y W. Donde 𝛼 =
𝐿2
𝐿  y 𝛽 =
𝐿1
𝐿  
 
Figura 6: Posiciones adimensionales en la viga 
 
En los extremos de la viga (ξ=0 y ξ=1) se utilizarán los descritos en la Tabla 3, a 
los que habrá que añadir las 2 condiciones de contorno necesarias en cada caso para 
el movimiento longitudinal: 
 
Caso Extremo A en ξ=0 Extremo B en ξ=L 
Voladizo 𝑈1 0 = 0 𝑈4
′  𝐿 = 0 
Biapoyada 𝑈1 0 = 0 𝑈4 𝐿 = 0 
Tabla 8: Condiciones de contorno adimensionales en los extremos de la viga para los distintos casos. 
 
El resto de condiciones hasta llegar a las 20 necesarias, son las condiciones de 
compatibilidad entre segmentos en las secciones C y D descritas en la Tabla 5 y en la 
Tabla 6. Estas condiciones son adimensionalizadas y su resultado se visualiza en la 
Tabla 9. 
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Sección C (ξ=β) 
𝑊1 = 𝑊2 Movimientos transversales 
𝑊1
′ = 𝑊2
′  Giros 
𝐼1𝑊1
′′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′′  Esfuerzos cortantes 
𝐴1𝑈1
′ = 𝐴2𝑈2
′ + 𝐴3𝑈3
′  Fuerzas axiales 
𝑈2 = 𝑈1 −
𝑑1
2𝐿
𝑊1
′  
Movimiento longitudinal en 
segmento 2 
𝑈3 = 𝑈1 +
𝑑2
2𝐿
𝑊1
′  
Movimiento longitudinal en 
segmento 3 
𝐼1𝑊1
′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′ −
𝐴2𝑑2𝐿
2
𝑈2
′ +
𝐴3𝑑1𝐿
2
𝑈3
′  Momentos flectores 
Sección D (ξ=α) 
𝑊2 = 𝑊4 Movimientos transversales 
𝑊2
′ = 𝑊4
′  Giros 
𝐼1𝑊4
′′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′′  Esfuerzos cortantes 
𝐴1𝑈4
′ = 𝐴2𝑈2
′ + 𝐴3𝑈3
′  Fuerzas axiales 
𝑈2 = 𝑈4 −
𝑑1
2𝐿
𝑊4
′  
Movimiento longitudinal en 
segmento 2 
𝑈3 = 𝑈4 +
𝑑2
2𝐿
𝑊4
′  
Movimiento longitudinal en 
segmento 3 
𝐼1𝑊4
′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′ −
𝐴2𝑑1𝐿
2
𝑈2
′ +
𝐴3𝑑2𝐿
2
𝑈3
′  Momentos flectores 
Tabla 9: Condiciones de compatibilidad adimensionales para las secciones C y D 
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4.4. RESULOCIÓN DEL PROBLEMA 
 
Para resolver el problema hay que buscar una solución a las expresiones (4.4) 
y (4.9), correspondientes al movimiento transversal y longitudinal respectivamente. 
 
La solución a la ecuación del movimiento transversal vendrá dada por la 
ecuación (2.18), la cual se recuerda a continuación: 
 
W ξ = C1 cos λξ + C2 cosh λξ + C3 sin λξ + C4 sinh λξ  (4.13) 
 
Mientras que la solución para el movimiento longitudinal vendrá dada por la 
expresión siguiente: 
 
𝑈 = 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝜉 + 𝐶2 𝑠𝑖𝑛 𝑝𝜉  (4.14) 
 
Por lo tanto las soluciones a las ecuaciones de la Tabla 7 pueden ser escritas 
como sigue: 
 
SEGMENTO 1 
𝑊1 = 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 𝜆1𝜉 + 𝐶2 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜆1𝜉 + 𝐶3 𝑠𝑖𝑛 𝜆1𝜉 + 𝐶4 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜆1𝜉  
𝑈1 = 𝐶13 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝜉 + 𝐶14 𝑠𝑖𝑛 𝑝𝜉  
SEGMENTO 2 Y 3 
𝑊2 = 𝑊3 = 𝐶5 𝑐𝑜𝑠 𝜆2𝜉 + 𝐶6 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜆2𝜉 + 𝐶7 𝑠𝑖𝑛 𝜆2𝜉 + 𝐶8 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜆2𝜉  
𝑈2 = 𝐶15 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝜉 + 𝐶16 𝑠𝑖𝑛 𝑝𝜉  
𝑈3 = 𝐶17 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝜉 + 𝐶18 𝑠𝑖𝑛 𝑝𝜉  
SEGMENTO 4 
𝑊4 = 𝐶9 𝑐𝑜𝑠 𝜆1𝜉 + 𝐶10 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜆1𝜉 + 𝐶11 𝑠𝑖𝑛 𝜆1𝜉 + 𝐶12 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜆1𝜉  
𝑈4 = 𝐶19 𝑐𝑜𝑠 𝑝𝜉 + 𝐶20 𝑠𝑖𝑛 𝑝𝜉  
Tabla 10: Soluciones por segmentos 
 
Donde 𝜆1
4, 𝜆2
4  𝑦 𝑝2 viene dado por las expresiones (4.11), (4.12) y (4.10) 
respectivamente.  
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Se tienen 20 coeficientes desconocidos Ci, con i desde 1 a 20. Los coeficientes 
Ci pueden ser hallados sustituyendo las soluciones de la ecuación del movimiento 
(Tabla 10), en las correspondientes ecuaciones de las condiciones de contorno (para 
cada caso) de la Tabla 3, Tabla 8 y Tabla 9. Al realizar esto se obtienen las siguientes 
ecuaciones: 
 
Caso ξ=0 
Voladizo 
𝑊1 0 = 0 
𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟎 
𝑊1
′ 0 = 0 
𝑪𝟑 + 𝑪𝟒 = 𝟎 
𝑈1 0 = 0 
𝑪𝟏𝟑 = 𝟎 
Biapoyada 
𝑊1 0 = 0 
𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟎 
𝑊1
′′  0 = 0 
−𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟎 
𝑈1 0 = 0 
𝑪𝟏𝟑 = 𝟎 
Tabla 11: Ecuaciones para ξ=0 
Caso ξ=1 
Voladizo 
𝑊4
′′  1 = 0 
−𝑪𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟎 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏 − 𝑪𝟏𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏 = 𝟎 
𝑊4
′′′  1 = 0 
𝑪𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟎 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏 − 𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏 = 𝟎 
𝑈4
′  1 = 0 
−𝑪𝟏𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝒑 + 𝑪𝟐𝟎 𝒄𝒐𝒔 𝒑 = 𝟎 
Biapoyada 
𝑊4 1 = 0 
𝑪𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟎 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏 = 𝟎 
𝑊4
′′  1 = 0 
−𝑪𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟎 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏 − 𝑪𝟏𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏 + 𝑪𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏 = 𝟎 
𝑈4 1 = 0 
𝑪𝟏𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝒑 + 𝑪𝟐𝟎 𝒔𝒊𝒏 𝒑 = 𝟎 
Tabla 12: Ecuaciones para ξ=1 
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Las ecuaciones en ξ=β y ξ=α son iguales para los dos casos de estudio 
(voladizo y biapoyada), resultando ser: 
 
ξ=β 
𝑊1 = 𝑊2 
𝑪𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜷 − 𝑪𝟓 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜷 
− 𝑪𝟔 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟖 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜷 = 𝟎 
𝑊1
′ = 𝑊2
′  
𝝀𝟏
𝝀𝟐
 −𝑪𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜷  + 𝑪𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜷 
− 𝑪𝟔 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟕 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟖 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜷 = 𝟎 
𝐼1𝑊1
′′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′′  
𝑰𝟏
 𝑰𝟐 + 𝑰𝟑 
𝝀𝟏
𝟑
𝝀𝟐
𝟑
 𝑪𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜷 − 𝑪𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜷  
− 𝑪𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟔 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜷 + 𝑪𝟕 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟖 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜷 = 𝟎 
𝐴1𝑈1
′ = 𝐴2𝑈2
′ + 𝐴3𝑈3
′  
−𝑪𝟏𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 + 𝑪𝟏𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷 +
𝑨𝟐
𝑨𝟏
 𝑪𝟏𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 − 𝑪𝟏𝟔 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷  
+
𝑨𝟑
𝑨𝟏
 𝑪𝟏𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 − 𝑪𝟏𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷  = 𝟎 
𝑈2 = 𝑈1 −
𝑑1
2𝐿
𝑊1
′  
−
𝒅𝟏
𝟐𝑳
𝝀𝟏 −𝑪𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜷  − 𝑪𝟏𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷 
− 𝑪𝟏𝟒 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 + 𝑪𝟏𝟓 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷 + 𝑪𝟏𝟔 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 = 𝟎 
𝑈3 = 𝑈1 +
𝑑2
2𝐿
𝑊1
′  
𝒅𝟐
𝟐𝑳
𝝀𝟏 𝑪𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜷 − 𝑪𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜷 − 𝑪𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜷 − 𝑪𝟒 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜷  − 𝑪𝟏𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷 
− 𝑪𝟏𝟒 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 + 𝑪𝟏𝟕 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷 + 𝑪𝟏𝟖 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 = 𝟎 
𝐼1𝑊1
′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′ −
𝐴2𝑑2𝐿
2
𝑈2
′ +
𝐴3𝑑1𝐿
2
𝑈3
′  
−𝑪𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜷 − 𝑪𝟑 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜷 + 𝑪𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜷 
+
 𝑰𝟐 + 𝑰𝟑 
𝑰𝟏
𝝀𝟐
𝟐
𝝀𝟏
𝟐
 𝑪𝟓 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜷 − 𝑪𝟔 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜷 + 𝑪𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜷 
− 𝑪𝟖 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜷  +
𝑨𝟐𝒅𝟐𝑳
𝟐𝑰𝟏𝝀𝟏
𝟐 𝒑 −𝑪𝟏𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 + 𝑪𝟏𝟔 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷  
+
𝑨𝟑𝒅𝟏𝑳
𝟐𝑰𝟏𝝀𝟏
𝟐 𝒑 𝑪𝟏𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜷 − 𝑪𝟏𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜷  = 𝟎 
Tabla 13: Ecuaciones para ξ=β 
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ξ=α 
𝑊2 = 𝑊4 
−𝑪𝟓 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟔 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟖 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜶 + 𝑪𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜶 
+ 𝑪𝟏𝟎 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜶 = 𝟎 
𝑊2
′ = 𝑊4
′  
𝑪𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟔 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟕 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟖 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜶  
+
𝝀𝟏
𝝀𝟐
 −𝑪𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟎 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜶  = 𝟎 
𝐼1𝑊4
′′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′′  
−𝑪𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟔 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜶 + 𝑪𝟕 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟖 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜶 +
𝑰𝟏
 𝑰𝟐 + 𝑰𝟑 
𝝀𝟏
𝟑
𝝀𝟐
𝟑 
 𝑪𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟎 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜶 − 𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜶  = 𝟎 
𝐴1𝑈4
′ = 𝐴2𝑈2
′ + 𝐴3𝑈3
′  
𝑨𝟐
𝑨𝟏
 𝑪𝟏𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 − 𝑪𝟏𝟔 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶  +
𝑨𝟑
𝑨𝟏
 𝑪𝟏𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 − 𝑪𝟏𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶  − 
𝑪𝟏𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 + 𝑪𝟐𝟎 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶 = 𝟎 
𝑈2 = 𝑈4 −
𝑑2
2𝐿
𝑊4
′  
𝒅𝟐
𝟐𝑳
𝝀𝟏 −𝑪𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟎 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜶  + 𝑪𝟏𝟓 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶 
+ 𝑪𝟏𝟔 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 − 𝑪𝟏𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶 − 𝑪𝟐𝟎 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 = 𝟎 
𝑈3 = 𝑈4 +
𝑑3
2𝐿
𝑊4
′  
𝒅𝟑
𝟐𝑳
𝝀𝟏 𝑪𝟗 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜶 − 𝑪𝟏𝟎 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜶 − 𝑪𝟏𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜶 − 𝑪𝟏𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜶  + 𝑪𝟏𝟕 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶 
+ 𝑪𝟏𝟖 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 − 𝑪𝟏𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶 − 𝑪𝟐𝟎 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 = 𝟎 
𝐼1𝑊4
′′ =  𝐼2 + 𝐼3 𝑊2
′′ −
𝐴2𝑑3𝐿
2
𝑈2
′ +
𝐴3𝑑2𝐿
2
𝑈3
′  
 𝑰𝟐 + 𝑰𝟑 
𝑰𝟏
𝝀𝟐
𝟐
𝝀𝟏
𝟐
 𝑪𝟓 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟔 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟐𝜶 + 𝑪𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟐𝜶 − 𝑪𝟖 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟐𝜶  
− 𝑪𝟗 𝒄𝒐𝒔 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟎 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝝀𝟏𝜶 − 𝑪𝟏𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝝀𝟏𝜶 + 𝑪𝟏𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝝀𝟏𝜶 
+
𝑨𝟐𝒅𝟑𝑳
𝟐𝑰𝟏𝝀𝟏
𝟐 𝒑 −𝑪𝟏𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 + 𝑪𝟏𝟔 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶  
+
𝑨𝟑𝒅𝟐𝑳
𝟐𝑰𝟏𝝀𝟏
𝟐 𝒑 𝑪𝟏𝟕 𝒔𝒊𝒏 𝒑𝜶 − 𝑪𝟏𝟖 𝒄𝒐𝒔 𝒑𝜶  = 𝟎 
Tabla 14: Ecuaciones para ξ=α 
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Con las expresiones de Tabla 11, Tabla 12, Tabla13 y Tabla 14, se consigue 
un sistema de ecuaciones algebraico de 20x20, para cada caso de estudio. La 
solución al sistema se buscará de la siguiente forma: 
 
 𝑄 20𝑥20 ∙  𝐶 20𝑥1 = 0 (4.15) 
 
El sistema de ecuaciones (4.15), tiene como solución trivial: Ci=0, para i desde 
1 a 20. Pero esa solución no es la buscada para este problema, por lo tanto se tiene 
que igualar el determinante de la matriz Q a cero, para así conseguir un sistema de 
ecuaciones con infinitas soluciones.  
 
𝑑𝑒𝑡 𝑄 ≡  𝑄 = 0 (4.16) 
 
Al igualar el determinante de la matriz Q a cero se consiguen los valores para 
las frecuencias adimensionales que aparecen en el problema: λ1, λ2 y p. 
 
A continuación se muestra el determinante, Q, que hay que resolver para cada 
caso de estudio (voladizo y biapoyada). 
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El determinante Q para el caso de viga en voladizo quedaría: 
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Figura 7. Determinante Q para viga en voladizo 
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Donde 
 
Q11=1 Q12=1 Q23=1 
Q24=1 Q49=-cos(λ1) Q410=cosh(λ1) 
Q411=-sin(λ1) Q412=sinh(λ1) Q59=sin(λ1) 
Q510=sinh(λ1) Q511=-cos(λ1) Q512=cosh(λ1) 
Q619=-sin(p) Q620=cos(p) Q71=cos(λ1·β) 
Q72=cosh(λ1·β) Q73=sin(λ1·β) Q74=sinh(λ1·β) 
Q75=-cos(λ2·β) Q76=-cosh(λ2·β) Q77=-sin(λ2·β) 
Q78=-sinh(λ2·β) Q81=-Z1·sin(λ1·β) Q82= Z1·sinh(λ1·β) 
Q83= Z1·cos(λ1·β) Q84= Z1·cosh(λ1·β) Q85=sin(λ2·β) 
Q86=-sinh(λ2·β) Q87=-cos(λ2·β) Q88=-cosh(λ2·β) 
Q91= Z2·sin(λ1·β) Q92= Z2·sinh(λ1·β) Q93=- Z2·cos(λ1·β) 
Q94= Z2·cosh(λ1·β) Q95=-sin(λ2·β) Q96=-sinh(λ2·β) 
Q97=cos(λ2·β) Q98=-cosh(λ2·β) Q1013=-sin(p·β) 
Q1014=cos(p·β) Q1015= Z8·sin(p·β) Q1016=- Z8·cos(p·β) 
Q1017= Z9·sin(p·β) Q1018=- Z9·cos(p·β) Q111=- Z3·sin(λ1·β) 
Q112= Z3·sinh(λ1·β) Q113= Z3·cos(λ1·β) Q114= Z3·cosh(λ1·β) 
Q1113=-cos(p·β) Q1114=-sin(p·β) Q1115=cos(p·β) 
Q1116=sin(p·β) Q121= Z4·sin(λ1·β) Q122=- Cte4·sinh(λ1·β) 
Q123=- Z4·cos(λ1·β) Q124=- Z4·cosh(λ1·β) Q1213=- cos(p·β) 
Q1214=-sin(p·β) Q1217=cos(p·β) Q1218=sin(p·β) 
Q131=-cos(λ1·β) Q132=cosh(λ1·β) Q133=-sin(λ1·β) 
Q134=sinh(λ1·β) Q135= Z5·cos(λ2·β) Q136=- Z5·cosh(λ2·β) 
Q137= Z5·sin(λ2·β) Q138=- Z5·sinh(λ2·β) Q1315=- Z6·sin(p·β) 
Q1316= Z6·cos(p·β) Q1317= Z7·sin(p·β) Q1318=- Z7·cos(p·β) 
Q145=-cos(λ2·α) Q146=-cosh(λ2·α) Q147=-sin(λ2·α) 
Q148=-sinh(λ2·α) Q149=cos(λ1·α) Q1410=cosh(λ1·α) 
Q1411=sin(λ1·α) Q1412=sinh(λ1·α) Q155=sin(λ2·α) 
Q156=-sinh(λ2·α) Q157=-cos(λ2·α) Q158=-cosh(λ2·α) 
Q159= -Z1·sin(λ1·α) Q1510= Z1·sinh(λ1·α) Q1511= Z1·cos(λ1·α) 
Q1512= Z1·cosh(λ1·α) Q165=-sin(λ2·α) Q166=-sinh(λ2·α) 
Q167=-cos(λ2·α) Q168=-cosh(λ2·α) Q169= Z3·sin(λ1·α) 
Q1610= Z3·sinh(λ1·α) Q1611= -Z3·cos(λ1·α) Q1612= Z3·cosh(λ1·α) 
Q1715= Z8·sin(p·α) Q1716=- Z8·cos(p·α) Q1717= Z9·sin(p·α) 
Q1718=- Z9·cos(p·α) Q1719=-sin(p·α) Q1720=cos(p·α) 
Q189=- Z3·sin(λ1·α) Q1810= Z3·sinh(λ1·α) Q1811= Z3·cos(λ1·α) 
Q1812= Z3·cosh(λ1·α) Q1815=cos(p·α) Q1816=sin(p·α) 
Q1819=-cos(p·α) Q1820=-sin(p·α) Q199= Z4·sin(λ1·α) 
Q1910=- Z4·sinh(λ1·α) Q1911=- Z4·cos(λ1·α) Q1912=- Z4·cosh(λ1·α) 
Q1917=cos(p·α) Q1918=sin(p·α) Q1919=-cos(p·α) 
Q1920=-sin(p·α) Q205= Z5·cos(λ2·α) Q206=- Z5·cosh(λ2·α) 
Q207= Z5·sin(λ2·α) Q208=- Z5·sinh(λ2·α) Q209=-cos(λ1·α) 
Q2010=cosh(λ1·α) Q2011=-sin(λ1·α) Q2012=sinh(λ1·α) 
Q2015=- Z6·sin(p·α) Q2016= Z6·cos(p·α) Q2017= Z7·sin(p·α) 
Q2018=- Z7·cos(p·α)   
Tabla 15:Valores elementos matriz Q en voladizo 
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El determinante Q para el caso de viga biapoyada quedaría: 
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Figura 8: Determinante Q para viga biapoyada 
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Donde 
 
Q11=1 Q12=1 Q21=-1 
Q22=1 Q49=cos(λ1) Q410=cosh(λ1) 
Q411=sin(λ1) Q412=sinh(λ1) Q59=-cos(λ1) 
Q510=cosh(λ1) Q511=-sin(λ1) Q512=sinh(λ1) 
Q619=cos(p) Q620=sin(p) Q71=cos(λ1·β) 
Q72=cosh(λ1·β) Q73=sin(λ1·β) Q74=sinh(λ1·β) 
Q75=-cos(λ2·β) Q76=-cosh(λ2·β) Q77=-sin(λ2·β) 
Q78=-sinh(λ2·β) Q81=-Z1·sin(λ1·β) Q82= Z1·sinh(λ1·β) 
Q83= Z1·cos(λ1·β) Q84= Z1·cosh(λ1·β) Q85=sin(λ2·β) 
Q86=-sinh(λ2·β) Q87=-cos(λ2·β) Q88=-cosh(λ2·β) 
Q91= Z2·sin(λ1·β) Q92= Z2·sinh(λ1·β) Q93=- Z2·cos(λ1·β) 
Q94= Z2·cosh(λ1·β) Q95=-sin(λ2·β) Q96=-sinh(λ2·β) 
Q97=cos(λ2·β) Q98=-cosh(λ2·β) Q1013=-sin(p·β) 
Q1014=cos(p·β) Q1015= Z8·sin(p·β) Q1016=- Z8·cos(p·β) 
Q1017= Z9·sin(p·β) Q1018=- Z9·cos(p·β) Q111=- Z3·sin(λ1·β) 
Q112= Z3·sinh(λ1·β) Q113= Z3·cos(λ1·β) Q114= Z3·cosh(λ1·β) 
Q1113=-cos(p·β) Q1114=-sin(p·β) Q1115=cos(p·β) 
Q1116=sin(p·β) Q121= Z4·sin(λ1·β) Q122=- Z4·sinh(λ1·β) 
Q123=- Z4·cos(λ1·β) Q124=- Z4·cosh(λ1·β) Q1213=- cos(p·β) 
Q1214=-sin(p·β) Q1217=cos(p·β) Q1218=sin(p·β) 
Q131=-cos(λ1·β) Q132=cosh(λ1·β) Q133=-sin(λ1·β) 
Q134=sinh(λ1·β) Q135= Z5·cos(λ2·β) Q136=- Z5·cosh(λ2·β) 
Q137= Z5·sin(λ2·β) Q138=- Z5·sinh(λ2·β) Q1315=- Z6·sin(p·β) 
Q1316= Z6·cos(p·β) Q1317= Z7·sin(p·β) Q1318=- Z7·cos(p·β) 
Q145=-cos(λ2·α) Q146=-cosh(λ2·α) Q147=-sin(λ2·α) 
Q148=-sinh(λ2·α) Q149=cos(λ1·α) Q1410=cosh(λ1·α) 
Q1411=sin(λ1·α) Q1412=sinh(λ1·α) Q155=sin(λ2·α) 
Q156=-sinh(λ2·α) Q157=-cos(λ2·α) Q158=-cosh(λ2·α) 
Q159= -Z1·sin(λ1·α) Q1510= Z1·sinh(λ1·α) Q1511= Z1·cos(λ1·α) 
Q1512= Z1·cosh(λ1·α) Q165=-sin(λ2·α) Q166=-sinh(λ2·α) 
Q167=-cos(λ2·α) Q168=-cosh(λ2·α) Q169= Z3·sin(λ1·α) 
Q1610= Z3·sinh(λ1·α) Q1611= -Z3·cos(λ1·α) Q1612= Z3·cosh(λ1·α) 
Q1715= Z8·sin(p·α) Q1716=- Z8·cos(p·α) Q1717= Z9·sin(p·α) 
Q1718=- Z9·cos(p·α) Q1719=-sin(p·α) Q1720=cos(p·α) 
Q189=- Z3·sin(λ1·α) Q1810= Z3·sinh(λ1·α) Q1811= Z3·cos(λ1·α) 
Q1812= Z3·cosh(λ1·α) Q1815=cos(p·α) Q1816=sin(p·α) 
Q1819=-cos(p·α) Q1820=-sin(p·α) Q199= Z4·sin(λ1·α) 
Q1910=- Z4·sinh(λ1·α) Q1911=- Z4·cos(λ1·α) Q1912=- Z4·cosh(λ1·α) 
Q1917=cos(p·α) Q1918=sin(p·α) Q1919=-cos(p·α) 
Q1920=-sin(p·α) Q205= Z5·cos(λ2·α) Q206=- Z5·cosh(λ2·α) 
Q207= Z5·sin(λ2·α) Q208=- Z5·sinh(λ2·α) Q209=-cos(λ1·α) 
Q2010=cosh(λ1·α) Q2011=-sin(λ1·α) Q2012=sinh(λ1·α) 
Q2015=- Z6·sin(p·α) Q2016= Z6·cos(p·α) Q2017= Z7·sin(p·α) 
Q2018=- Z7·cos(p·α)   
Tabla 16:Valores elementos matriz Q biapoyada 
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Las constantes que aparecen en Tabla 15 y 16 son iguales para los dos casos 
de estudio y toman los siguientes valores: 
 
𝑍1 =
𝜆1
𝜆2
 𝑍2 =
𝐼1
 𝐼2 + 𝐼3 
𝜆1
3
𝜆2
3 Z3 =
𝑑1
2𝐿
𝜆1 
𝑍4 =
𝑑2
2𝐿
𝜆1 𝑍5 =
 𝐼2 + 𝐼3 
𝐼1
𝜆2
2
𝜆1
2 𝑍6 =
𝐴2𝑑2𝐿
2𝐼1𝜆1
2 𝑝 
𝑍7 =
𝐴3𝑑1𝐿
2𝐼1𝜆1
2 𝑝 𝑍8 =
𝐴2
𝐴1
 𝑍9 =
𝐴3
𝐴1
 
Tabla 17: Valores de las constantes de la matriz Q 
 
Como se observa en ambas matrices Q, el valor C13=0, por lo que quedaría 
reducida a un determinante de 19x19 elementos. En las matrices habría que suprimir 
la columna 13 (los elementos que aparecen en esa columna se multiplican por el 
coeficiente C13) y la fila 3 (todos sus coeficientes son 0). 
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4.5. ANÁLISIS DIMENSIONAL 
 
A la hora de resolver el problema se buscará que todas las variables que se 
introduzcan para resolverlo, y la variable incógnita del problema sean adimensionales. 
Además, las variables necesarias para la resolución del mismo deben ser las mínimas 
posibles. 
 
La matriz Q calculada en el apartado anterior tiene tres variables, las cuales 
tienen dependencia con la frecuencia natural ω: 
 
𝜆1
4 =
𝜌𝐴1𝐿
4
𝐸𝐼1
𝜔2 (4.17) 
 
𝜆2
4 =
𝜌 𝐴2 + 𝐴3 𝐿
4
𝐸 𝐼2 + 𝐼3 
𝜔2 (4.18) 
 
𝑝2 =
𝜌𝐿2
𝐸
𝜔2 (4.19) 
 
Pero estas tres variables se pueden relacionar de la siguiente manera para que 
solo dependa de una sola, sustituyendo p2 en λ1 y λ2: 
𝜆1
4 = 𝑝2
𝐴1𝐿
2
𝐼1
⟹ 𝜆1 =  
𝐴1𝐿2
𝐼1
4
∙  𝑝 (4.20) 
 
𝜆2
4 = 𝑝2
 𝐴2 + 𝐴3 𝐿
2
 𝐼2 + 𝐼3 
⟹ 𝜆2 =  
 𝐴2 + 𝐴3 𝐿2
 𝐼2 + 𝐼3 
4
∙  𝑝 (4.21) 
 
Con esto se consigue que al realizar el determinante de Q, e igualarlo a cero, la 
variable que se desconoce sea p, la cuál es adimensional. 
 
Como se puede observar en la Tabla 17, en el determinante Q aparecen una 
serie de constantes, que para ser calculadas, es necesario la introducción de 
numerosos datos sobre el dimensionamiento del problema. El objetivo es que esos 
datos sean adimensionales y los mínimos posibles. 
 
Las constantes que a primera vista depende el problema son las siguientes: 
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𝛼 =
𝐿2
𝐿
 𝛽 =
𝐿1
𝐿
 𝛿1   =
𝑑1
𝐿
 
𝛿2   =
𝑑2
𝐿
 𝑎1   =
𝐴2
𝐴1
 𝑎2   =
𝐴3
𝐴1
 
𝐼  =
𝐼1
𝐼2 + 𝐼3
 𝑠1 =
𝐼1
𝐴1𝐿2
 𝑠2+3 =
𝐼2 + 𝐼3
 𝐴2 + 𝐴3 𝐿2
 
Tabla 18: Variables de dependencia del problema 
 
Pero las variables de la Tabla 18 tienen relaciones dimensionales entre sí, por 
lo que se puede simplificar de la siguiente manera. 
  
Hay que tener en cuenta que se conocen las dimensiones de la viga y que su 
sección es rectangular por lo que se cumplen las siguientes relaciones (teniendo en 
cuenta que la sección 1 y 4 tienen las mismas características geométricas) 
 
El área de cada sección: 
 
𝐴1 = 𝐵 ∙ 𝐷 (4.22) 
 
𝐴2 = 𝐵 ∙ 𝑑1 (4.23) 
 
𝐴3 = 𝐵 ∙ 𝑑2 (4.24) 
 
El canto de la viga se relaciona con el área: 
 
𝐷 = 𝑑1 + 𝑑2 ⟹ 𝐴1 = 𝐴2 + 𝐴3 (4.25) 
 
La variable área adimensional en cada segmento es de la siguiente forma, y se 
relaciona con la variable canto adimensional 
 
𝑎1   =
𝐴2
𝐴1
=
𝐵 ∙ 𝑑1
𝐵 ∙ 𝐷
=
𝑑1
𝐷
= 𝑑1    (4.26) 
 
𝑎2   =
𝐴3
𝐴1
=
𝐵 ∙ 𝑑2
𝐵 ∙ 𝐷
=
𝑑2
𝐷
= 𝑑2    (4.27) 
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𝑑1   + 𝑑2   = 1 ⟹ 𝑑2   = 1 − 𝑑1    (4.28) 
 
Los momentos de inercia de cada sección son: 
 
𝐼1 =
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝐷3 (4.29) 
 
𝐼2 =
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝑑1
3 (4.30) 
 
𝐼3 =
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝑑2
3 (4.31) 
 
La variable adimensional momento de inercia se puede relacionar con el canto 
adimensional como sigue: 
𝐼  =
𝐼1
𝐼2 + 𝐼3
=
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝐷3
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝑑1
3 +
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝑑2
3
=
𝐷3
𝑑1
3 + 𝑑2
3 =  
𝑑1
3
𝐷3
+
𝑑2
3
𝐷3
 
−1
 
 𝑑1   
3
+ 𝑑2   
3
 
−1
=  𝑑1   
3
+  1 − 𝑑1    
3
 
−1
 
(4.32) 
 
Para poder reducir más el número de dependencia de variables, se puede 
introducir como variable de dependencia la esbeltez de la viga, la cual relaciona el 
canto con la longitud: 
 
𝑐 =
𝐷
𝐿
 (4.33) 
 
Con la variable c, se puede realizar una serie de relaciones para las variables 
de la Tabla 18 que quedan por simplificar: 
 
𝛿1   =
𝑑1
𝐿
=
𝑑1
𝐷
∙
𝐷
𝐿
= 𝑑1   ∙ 𝑐 (4.34) 
 
𝛿2   =
𝑑2
𝐿
=
𝑑2
𝐷
∙
𝐷
𝐿
= 𝑑2   ∙ 𝑐 =  1 − 𝑑1    ∙ 𝑐 (4.35) 
 
𝑠1 =
𝐼1
𝐴1𝐿2
=
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝐷3
𝐵 ∙ 𝐷 ∙ 𝐿2
=
1
12
 
𝐷
𝐿
 
2
=
1
12
𝑐2 (4.36) 
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𝑠2+3 =
𝐼2 + 𝐼3
 𝐴2 + 𝐴3 𝐿2
=
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝑑1
3 +
1
12
∙ 𝐵 ∙ 𝑑2
3
𝐵 ∙ 𝐷 ∙ 𝐿2
=
1
12
 
𝑑1
3
𝐷 ∙ 𝐿2
+
𝑑2
3
𝐷 ∙ 𝐿2
 
=
1
12
 𝑑1   
3
𝑐2 + 𝑑2   
3
𝑐2 =
1
12
𝑐2  𝑑1   
3
+  1 − 𝑑1    
3
  
(4.37) 
 
Con todas estas operaciones se consigue que las variables de la Tabla 18, 
queden reducidas a las siguientes: 
 
 𝑄 = f p; 𝛼, 𝛽, 𝑑1   , 𝑐 = 0 (4.38) 
 
Por lo tanto el problema depende de dos variables para posicionar la fisura en 
el eje ξ, (α y β), una variable que dimensiona de una forma porcentual el canto de la 
viga (𝑑1   ), una variable que relaciona el canto con la longitud de la viga (c) y una 
variable incógnita, con la cual se puede hallar la frecuencia natural ω (p). 
 
Solo queda expresar las variables λ1 y λ2 y las constantes de la Tabla 17en 
función de las nuevas variables de dependencia del problema. Esto se hace como 
sigue. 
 
𝜆1 =  
𝐴1𝐿2
𝐼1
4
∙  𝑝 =   𝑠1 −1
4
∙  𝑝 =   
1
12
𝑐2 
−14
∙  𝑝 (4.39) 
 
𝜆2 =  
 𝐴2 + 𝐴3 𝐿2
 𝐼2 + 𝐼3 
4
∙  𝑝 =   𝑠2+3 −1
4
∙  𝑝 =   
1
12
𝑐2  𝑑1   
3
+  1 − 𝑑1    
3
  
−1
4
∙  𝑝 (4.40) 
 
𝑍1 =
𝜆1
𝜆2
=
 
𝐴1𝐿
2
𝐼1
4
∙  𝑝
 
 𝐴2+𝐴3 𝐿
2
 𝐼2+𝐼3 
4
∙  𝑝
=   𝐼   −1
4
=    𝑑1   
3
+  1 − 𝑑1    
3
 
−1
 
−14
 (4.41) 
 
𝑍2 =
𝐼1
 𝐼2 + 𝐼3 
𝜆1
3
𝜆2
3 = 𝐼  ∙    𝐼   
−14  
3
=  𝐼 
4
=   𝑑1    
3
+  1 − 𝑑1     
3
 
−14
 (4.42) 
 
𝑍3 =
𝑑1
2𝐿
𝜆1 =  𝑑1    
3
+  1 − 𝑑1     
34
 (4.43) 
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𝑍4 =
𝑑2
2𝐿
𝜆1 =
1
2
∙  1 − 𝑎1     ∙ 𝑐 ∙   
1
12
𝑐2 
−1
4
∙  𝑝 (4.44) 
 
𝑍5 =
 𝐼2 + 𝐼3 
𝐼1
𝜆2
2
𝜆1
2 =   𝐼   
−1 =  𝑑1    
3
+  1 − 𝑑1     
34
 (4.45) 
 
𝑍6 =
𝐴2𝑑2𝐿
2𝐼1𝜆1
2 𝑝 =
1
2
∙
𝐴1𝐿
2
𝐼1
∙
𝐴2
𝐴1
∙
𝑑2
𝐿
∙
𝑝
𝜆1
2 =
1
2
 𝑠1 
−1 ∙ 𝑑1   ∙ 𝑑2   ∙  𝑠1 
1
2 =
1
2
 
1
12
 
−1 2 
∙  𝑑1    − 𝑑1    
2
  (4.46) 
 
𝑍7 =
𝐴3𝑑1𝐿
2𝐼1𝜆1
2 𝑝 =
1
2
∙
𝐴1𝐿
2
𝐼1
∙
𝐴3
𝐴1
∙
𝑑1
𝐿
∙
𝑝
𝜆1
2 =
1
2
 𝑠1 
−1 ∙ 𝑑2   ∙ 𝑑1   ∙  𝑠1 
1
2 =
1
2
 
1
12
 
−1 2 
∙  𝑑1    − 𝑑1    
2
  (4.47) 
 
𝑍8 =
𝐴2
𝐴1
= 𝑑1     (4.48) 
 
𝑍9 =
𝐴3
𝐴1
= 𝑑2   = 1 − 𝑑1     (4.49) 
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Para la obtención de resultados se ha utilizada el programa informático MatLab, 
debido a que el determinante de la matriz Q que hay que hallar, es muy complejo e 
inestable. Por ello se ha realizado un algoritmo con el que se llegan a unos resultados 
muy próximos a los exactos. 
 
El algoritmo se ha realizado, utilizando el método de la secante, de la siguiente 
manera: 
 
 Se crea una función, la cual proporcionará el valor del determinante Q para un 
valor de p dado. 
 
 Se comienza a calcular el valor del determinante Q para un valor de p muy 
próximo a 0 (en este caso se ha utilizado el valor 10-6) y se comprueba si este 
valor es positivo o negativo. 
 
 Se aumenta el valor de p en 10-6, Δp=10-6, y se calcula el determinante en ese 
punto. 
 
 Si el valor de este nuevo determinante tiene distinto signo que el primero, ya se 
ha conseguido un intervalo de puntos donde estará el valor de p que hace 0 al 
determinante Q, sino se vuelve a aumentar el valor de p en 10-6, Δp=10-6, hasta 
conseguir ese intervalo. 
 
 Cuando se consigue el intervalo, se procede a realizar una línea recta entre 
ambos puntos del intervalo y se calcula el punto de corte. En el punto de corte 
se vuelve a calcular el valor del determinante. 
 
 La solución se da por buena, cuando el determinante Q calculado en el punto 
de corte de la recta alcanza un valor de 10-2. 
 
Este proceso se puede realizar debido a que el determinante de la matriz Q es una 
función continua. 
 
Como vemos, el algoritmo realizado calcula un valor de p. Pero para poder 
comparar los resultados obtenidos, con los alcanzados en el problema sin fisura se 
procederá a calcular λ1, la cual se relaciona con p mediante la expresión (4.20). Este 
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cambio se realiza debido a que λ1 tiene una expresión igual a λ, del problema sin 
fisura. 
 
Se recuerda que el objetivo del proyecto es conseguir valores para la frecuencia 
natural ω. La relación existente entre la variable adimensional calculada en el 
proyecto, λ1, y la frecuencia natural ω es: 
 
𝜆1
4 =
𝜌𝐴1𝐿
4
𝐸𝐼1
𝜔2 (5.1) 
 
Se ha procedido a calcular valores de λ1 variando todas las variables que depende 
el problema: 
 
 c ≡  1 8 ,
1
12 ,
1
20   
 
 d1   ≡  0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5 , el problema presenta simetría respecto al centro 
de la viga en el eje ξ. 
 
 Longitud de fisura, a = β - α, a ≡  0.05,0.15,0.25,0.35  
 
 Posición en el eje ξ ∈  0,0.25,0.5,0.75,1 , la fisura se colocará centrada 
respecto a estos valores, excepto en los extremos ξ=0 y ξ=1. Por lo tanto 
los valores de α y β serán: 
 
β = ξ − a 2 ; α = ξ +
a
2  (5.2) 
 
En los extremos los valores de α y β serán: 
 
ξ = 0 ⇒ β = 0; α = a (5.3) 
 
ξ = 1 ⇒ β = 1 − a; α = 1 (5.4) 
 
Por lo tanto se van a realizar 1080 casos diferentes, los cuales se podrán 
visualizar en las siguientes hojas. 
 
  
CAPÍTULO 5:RESULTADOS 
 
ANÁLISIS VIBRATORIO DE VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL Página 54 
 
VIGA EN VOLADIZO 
 
c=1/8 
 
𝐝𝟏    
 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
P
O
SI
C
IÓ
N
 E
N
 E
L 
EJ
E 
ξ 
0
 
1,8751094 1,8750946 1,8750724 1,8750429 1,8750059 1,8749912 0,05 
a=β
-α
 
1,8751094 1,8747325 1,8741633 1,8733646 1,8724842 1,8720476 0,15 
1,8751094 1,8733794 1,8708037 1,8672006 1,8632336 1,8612916 0,25 
1,8751094 1,8704629 1,8636351 1,8542432 1,8440822 1,8391841 0,35 
0
,2
5
 
1,8751094 1,8750798 1,8750429 1,8749985 1,8749616 1,8749394 0,05 
a=β
-α
 
1,8751094 1,8746955 1,8741115 1,8733128 1,8724324 1,8720032 0,15 
1,8751094 1,8733868 1,8708629 1,8673638 1,8635236 1,8616414 0,25 
1,8751094 1,8705592 1,8639028 1,8547736 1,8449236 1,8401858 0,35 
0
,5
 
1,8751094 1,8750503 1,8750059 1,8749542 1,8749099 1,8748951 0,05 
a=β
-α
 
1,8751094 1,8747103 1,8742002 1,8735569 1,8728690 1,8725360 0,15 
1,8751094 1,8736826 1,8716849 1,8689956 1,8660797 1,8646609 0,25 
1,8751094 1,8715368 1,8664435 1,8595338 1,8520972 1,8485101 0,35 
0
,7
5
 
1,8751094 1,8750429 1,8749912 1,8749468 1,8749173 1,8749099 0,05 
a=β
-α
 
1,8751094 1,8748286 1,8745329 1,8742076 1,8738971 1,8737492 0,15 
1,8751094 1,8743407 1,8733942 1,8722178 1,8709962 1,8704037 0,25 
1,8751094 1,8734238 1,8711814 1,8682466 1,8651141 1,8636054 0,35 
1 
1,8751094 1,8750429 1,8749985 1,8749616 1,8749394 1,8749320 0,05 
a=β
-α
 
1,8751094 1,8749099 1,8747473 1,8746142 1,8745181 1,8744812 0,15 
1,8751094 1,8746512 1,8741929 1,8736974 1,8732463 1,8730318 0,25 
1,8751094 1,8739710 1,87255827 1,87079631 1,8689511 1,8680686 0,35 
Tabla 19: Valores de λ1 para viga en voladizo c=1/8 
 
CAPÍTULO 5:RESULTADOS 
 
ANÁLISIS VIBRATORIO DE VIGAS CON UNA FISURA LONGITUDINAL Página 55 
 
c=1/12 
 
𝐝𝟏    
 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
P
O
SI
C
IÓ
N
 E
N
 E
L 
EJ
E 
ξ 
0
 
1,8751131 1,8750910 1,8750799 1,8750466 1,8750134 1,8750023 0,05 
a=β
-α
 
1,8751131 1,8747362 1,8741818 1,8733943 1,8725176 1,8720957 0,15 
1,8751131 1,8733943 1,8708519 1,8673045 1,8633823 1,8614628 0,25 
1,8751131 1,8705185 1,8637504 1,8544599 1,8443903 1,8395382 0,35 
0
,2
5
 
1,8751131 1,8750910 1,8750577 1,8750245 1,8749912 1,8749801 0,05 
a=β
-α
 
1,8751131 1,8747362 1,8741818 1,8734164 1,8725620 1,8721512 0,15 
1,8751131 1,8734386 1,8709741 1,8675494 1,8637727 1,8619317 0,25 
1,8751131 1,8706297 1,8640738 1,8550538 1,8453141 1,8406226 0,35 
0
,5
 
1,8751131 1,8750799 1,8750466 1,8750134 1,8749801 1,8749690 0,05 
a=β
-α
 
1,8751131 1,8747917 1,8743482 1,8737493 1,8731058 1,8727840 0,15 
1,8751131 1,8738047 1,8719181 1,8693292 1,8664918 1,8651104 0,25 
1,8751131 1,8717071 1,8667702 1,8599995 1,8526770 1,8491397 0,35 
0
,7
5
 
1,8751131 1,8750799 1,8750577 1,8750245 1,8750134 1,8750023 0,05 
a=β
-α
 
1,8751131 1,8749247 1,8747141 1,8744480 1,8741707 1,8740487 0,15 
1,8751131 1,8745034 1,8736938 1,8726175 1,8714628 1,8708963 0,25 
1,8751131 1,8736494 1,8715850 1,8687954 1,8657567 1,8642745 0,35 
1 
1,8751131 1,8750799 1,8750577 1,8750466 1,8750355 1,8750355 0,05 
a=β
-α
 
1,8751131 1,8750134 1,8749358 1,8748582 1,8748027 1,8747806 0,15 
1,8751131 1,8748249 1,8744923 1,8741042 1,8737049 1,8735163 0,25 
1,8751131 1,8742040 1,8729726 1,8713517 1,8695960 1,8687510 0,35 
Tabla 20: Valores de λ1 para viga en voladizo c=1/12 
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c=1/20 
 
𝐝𝟏    
 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
P
O
SI
C
IÓ
N
 E
N
 E
L 
EJ
E 
ξ 
0
 
1,8751168 1,8750984 1,8750799 1,8750429 1,8750245 1,8750060 0,05 
a=β
-α
 
1,8751168 1,8747473 1,8741929 1,8734164 1,8725472 1,8721216 0,15 
1,8751168 1,8734164 1,8708815 1,8673602 1,8634604 1,8615633 0,25 
1,8751168 1,8705482 1,8638136 1,8545720 1,8445518 1,8397190 0,35 
0
,2
5
 
1,8751168 1,8750984 1,8750799 1,8750429 1,8750060 1,8750060 0,05 
a=β
-α
 
1,8751168 1,8747473 1,8742114 1,8734719 1,8726397 1,8722142 0,15 
1,8751168 1,8734719 1,8710481 1,8676384 1,8639065 1,8620843 0,25 
1,8751168 1,8706778 1,8641667 1,8552069 1,8455281 1,8408484 0,35 
0
,5
 
1,8751168 1,8750984 1,8750799 1,8750429 1,8750245 1,8750060 0,05 
a=β
-α
 
1,8751168 1,8748212 1,8744147 1,8738417 1,8732315 1,8729171 0,15 
1,8751168 1,8738787 1,8720476 1,8695108 1,8667108 1,8653370 0,25 
1,8751168 1,8717885 1,8669334 1,8602416 1,8529649 1,8494657 0,35 
0
,7
5
 
1,8751168 1,8750984 1,8750799 1,8750799 1,8750614 1,8750614 0,05 
a=β
-α
 
1,8751168 1,8749875 1,8748027 1,8745625 1,8743223 1,8741929 0,15 
1,8751168 1,8745995 1,8738417 1,8728246 1,8716960 1,8711407 0,25 
1,8751168 1,8737677 1,8717885 1,8690846 1,8660797 1,8646312 0,35 
1 
1,8751168 1,8750984 1,8750984 1,8750984 1,8750799 1,8750799 0,05 
a=β
-α
 
1,8751168 1,8750799 1,8750245 1,8749875 1,8749506 1,8749321 0,15 
1,8751168 1,8749136 1,8746549 1,8743223 1,8739526 1,8737677 0,25 
1,8751168 1,8743223 1,8731945 1,8716405 1,8699369 1,8691031 0,35 
Tabla 21: Valores de λ1 para viga en voladizo c=1/20 
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VIGA BIAPOYADA 
 
c=1/8 
 
𝐝𝟏    
 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
P
O
SI
C
IÓ
N
 E
N
 E
L 
EJ
E 
ξ 
0
 
3,1415941 3,1412677 3,1409721 3,1407030 3,1404780 3,1403809 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1393748 3,1366194 3,1331629 3,1295343 3,1277894 0,15 
3,1415941 3,1344938 3,1247799 3,1117868 3,0977106 3,0908547 0,25 
3,1415941 3,1266063 3,1053190 3,0762098 3,0444066 3,0289243 0,35 
0
,2
5
 
3,1415941 3,1414353 3,1412942 3,1411839 3,1410957 3,1410648 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1404339 3,1390393 3,1373261 3,1355501 3,1346927 0,15 
3,1415941 3,1373968 3,1316810 3,1239683 3,1154716 3,1112702 0,25 
3,1415941 3,1310615 3,1158897 3,0946002 3,0706012 3,0586421 0,35 
0
,5
 
3,1415941 3,1415941 3,1415941 3,1415897 3,1415897 3,1415897 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1415676 3,1415279 3,1414750 3,1414133 3,1413868 0,15 
3,1415941 3,1414309 3,1411927 3,1408795 3,1405486 3,1403986 0,25 
3,1415941 3,1409854 3,1401647 3,1391894 3,1383639 3,1380636 0,35 
0
,7
5 
3,1415941 3,1414265 3,1412633 3,1410957 3,1409501 3,1408839 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1403677 3,1387480 3,1366459 3,1344009 3,1333177 0,15 
3,1415941 3,1372643 3,1311766 3,1230411 3,1144129 3,1102992 0,25 
3,1415941 3,1310571 3,1164188 3,0976390 3,0789247 3,0704703 0,35 
1 
3,1415941 3,1412677 3,1409677 3,1406898 3,1404560 3,1403545 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1393439 3,1364868 3,1328533 3,1290163 3,1271691 0,15 
3,1415941 3,1344009 3,1244251 3,1111455 3,0969859 3,0901956 0,25 
3,1415941 3,1266019 3,1057830 3,0787942 3,0513306 3,0386619 0,35 
Tabla 22: Valores de λ1 para viga biapoyada  c=1/8 
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c=1/12 
 
𝐝𝟏    
 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
P
O
SI
C
IÓ
N
 E
N
 E
L 
EJ
E 
ξ 
0
 
3,1415941 3,1414155 3,1412368 3,1410449 3,1408729 3,1407868 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1397742 3,1372974 3,1339964 3,1304264 3,1286797 0,15 
3,1415941 3,1350043 3,1255691 3,1126082 3,0984061 3,0914621 0,25 
3,1415941 3,1270916 3,1059302 3,0766219 3,0444795 3,0288328 0,35 
0
,2
5
 
3,1415941 3,1415081 3,1414221 3,1413361 3,1412567 3,1412236 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1406346 3,1393505 3,1376419 3,1357998 3,1348982 0,15 
3,1415941 3,1376949 3,1320792 3,1242721 3,1155517 3,1112257 0,25 
3,1415941 3,1314089 3,1162787 3,0947614 3,0704275 3,0583068 0,35 
0
,5
 
3,1415941 3,1415941 3,1415941 3,1415941 3,1415941 3,1415941 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1415809 3,1415610 3,1415279 3,1414949 3,1414816 0,15 
3,1415941 3,1414816 3,1413228 3,1411111 3,1409060 3,1408133 0,25 
3,1415941 3,1411177 3,1404957 3,1398073 3,1393108 3,1391717 0,35 
0
,7
5
 
3,1415941 3,1415015 3,1414088 3,1412964 3,1411971 3,1411442 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1406082 3,1392247 3,1373637 3,1353424 3,1343612 0,15 
3,1415941 3,1376551 3,1319996 3,1243386 3,1161654 3,1122543 0,25 
3,1415941 3,1315748 3,1175257 3,0994054 3,0812730 3,0730664 0,35 
1 
3,1415941 3,1414155 3,1412368 3,1410383 3,1408596 3,1407802 0,05 
a=β
-α
 
3,1415941 3,1397609 3,1372378 3,1338704 3,1302206 3,1284405 0,15 
3,1415941 3,1349778 3,1255093 3,1126617 3,0988287 3,0921612 0,25 
3,1415941 3,1272378 3,1070141 3,0805714 3,0535050 3,0409752 0,35 
Tabla 23: Valores de λ1 para viga biapoyada  c=1/12 
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c=1/20 
 
𝐝𝟏    
 
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
P
O
SI
C
IÓ
N
 E
N
 E
L 
EJ
E 
ξ 
0
 
3,1415985 3,1414993 3,1413780 3,1412236 3,1410692 3,1410030 0,05 
a=β
-α
 
3,1415985 3,1399772 3,1376375 3,1344231 3,1308845 3,1291358 0,15 
3,1415985 3,1352739 3,1259681 3,1130311 3,0987661 3,0917713 0,25 
3,1415985 3,1273419 3,1062469 3,0768336 3,0445204 3,0287893 0,35 
0
,2
5
 
3,1415985 3,1415434 3,1414882 3,1414221 3,1413449 3,1413118 0,05 
a=β
-α
 
3,1415985 3,1407383 3,1395028 3,1378031 3,1359257 3,1349977 0,15 
3,1415985 3,1378472 3,1322783 3,1244273 3,1155895 3,1112056 0,25 
3,1415985 3,1315815 3,1164788 3,0948509 3,0703417 3,0581324 0,35 
0
,5
 
3,1415985 3,1415985 3,1415985 3,1415985 3,1415985 3,1415985 0,05 
a=β
-α
 
3,1415985 3,1415875 3,1415765 3,1415544 3,1415323 3,1415323 0,15 
3,1415985 3,1415103 3,1413890 3,1412346 3,1410912 3,1410251 0,25 
3,1415985 3,1411905 3,1406721 3,1401316 3,1398007 3,1397455 0,35 
0
,7
5
 
3,1415985 3,1415434 3,1414772 3,1414000 3,1413228 3,1412787 0,05 
a=β
-α
 
3,1415985 3,1407273 3,1394697 3,1377368 3,1358263 3,1348982 0,15 
3,1415985 3,1378583 3,1324220 3,1250038 3,1170568 3,1132537 0,25 
3,1415985 3,1318359 3,1180901 3,1003084 3,0824690 3,0743782 0,35 
1 
3,1415985 3,1414993 3,1413780 3,1412236 3,1410692 3,1409920 0,05 
a=β
-α
 
3,1415985 3,1399772 3,1376264 3,1343899 3,1308292 3,1290916 0,15 
3,1415985 3,1352739 3,1260678 3,1134428 3,0997720 3,0931715 0,25 
3,1415985 3,1275634 3,1076518 3,0814799 3,0546075 3,0421528 0,35 
Tabla 24: Valores de λ1 para viga biapoyada  c=1/20 
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En este capítulo se comparan los resultados obtenidos en el capítulo anterior con 
la frecuencia natural adimensional, λ, de una viga sin fisura. Para ello se divide el valor 
de λ1 entre el valor de λ: 
 
Δλ =
λ1
λ
 (6.1) 
 
De esta forma se podrá visualizar que porcentaje hace disminuir una fisura 
longitudinal, la frecuencia adimensional de una viga sin fisura. 
 
Se variará las cuatro variables que depende el problema: posición en el eje ξ (ξ), 
posición en el eje y (d1), longitud de fisura (a) y esbeltez de la viga (c). Estas 
variaciones se realizarán para los dos casos de estudio: viga en voladizo y viga 
biapoyada. 
 
Debido al gran número de resultados obtenidos, se realizará la comparación para 
unas posiciones dadas. 
 
Se comienza variando la posición en el eje y (d1), para una posición en el eje ξ, 
ξ=0,5 y una esbeltez de la viga, c=1/12, para una viga en voladizo. 
 
 
Figura 9: Grafica Δλ frente d1 para diferentes longitudes de fisura, a. ξ=0,5; c=1/12. Viga en voladizo 
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En la Figura 9 se observa que al acercarse al centro de la viga en el eje y 
(d1=0,5), existe una variación mayor de λ1 respecto a λ (Δλ disminuye). El efecto de la 
longitud de fisura, es que al aumentar el tamaño de la misma, λ1 disminuye más 
respecto a λ. Cuando la longitud de fisura es pequeña (a=0,05) apenas existe 
variación. 
 
Se realiza los mismos cálculos, pero esta vez para una esbeltez de la viga, c=1/20. 
 
 
Figura 10: Grafica Δλ frente d1 para diferentes longitudes de fisura, a.ξ=0,5; c=1/20 Viga en voladizo 
 
Observando las Figura 9 y la Figura 10, se llega a la conclusión que al variar la 
esbeltez de la viga, apenas existe diferencia en los valores de λ1. Para cerciorarse de 
esta conclusión se grafica Δλ frente a la esbeltez, c, para una posición en el eje ξ, 
ξ=0,5 y una posición en el eje y, d1=0,5. 
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Figura 11: Grafica Δλ frente c para diferentes longitudes de fisura, a.ξ=0,5; d1=0,5 Viga en voladizo 
 
En la figura 11, se observa que la esbeltez de la viga no es un factor importante 
(como se mencionó anteriormente), y que la longitud de fisura, a, si es un factor 
determinante, cuanto más aumenta, mayor es la variación de λ1 respecto a λ. 
 
Se repiten los cálculos anteriores, pero esta vez aplicados a los resultados de 
la viga biapoyada. 
 
Se comienza variando la posición en el eje y (d1), para una posición en el eje ξ, 
ξ=0,5 y una esbeltez de la viga, c=1/12. 
 
 
Figura 12: Grafica Δλ frente d1 para diferentes longitudes de fisura, a. ξ=0,5; c=1/12. Viga biapoyada 
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Se varía la esbeltez de la viga, c=1/20, con los demás parámetros igual que la anterior. 
 
 
Figura 13: Grafica Δλ frente d1 para diferentes longitudes de fisura, a.ξ=0,5; c=1/20 Viga biapoyada 
 
Se grafica Δλ frente a la esbeltez, c, para una posición en el eje ξ, ξ=0,5 y una 
posición en el eje y, d1=0,5. 
 
 
Figura 14: Grafica Δλ frente c para diferentes longitudes de fisura, a.ξ=0,5; d1=0,5 Viga biapoyada 
 
Al observar la Figura 12, Figura 13 y Figura 14, se puede decir que las 
conclusiones tomadas para las condición de contorno viga en voladizo son válidas 
para la condición de contorno viga biapoyada. 
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Aunque para el caso de viga biapoyada, la esbeltez, c, de la viga hace variar 
algo más el valor de λ1 que en el caso de viga en voladizo, tal y como se observa en la 
Figura 14. 
 
Visto la dependencia del problema frente a la esbeltez y la longitud de fisura, se 
procede a visualizar la dependencia frente a la posición en el ξ y la posición en el eje 
y. Para ello se mantendrá constante la esbeltez (c=1/12) y la longitud de fisura 
(a=0,15). 
 
Se comienza el análisis para la condición de contorno de viga en voladizo: 
 
 
Figura 15: Grafica Δλ frente ξ para diferentes posiciones del eje y, d1.c=1/12; a=0,15 Viga en voladizo 
 
En la Figura 15 se observa que la mayor variación del valor de λ1 se produce 
en la posición del eje ξ, ξ=0. Este valor va aumentando y pareciéndose cada más al 
valor de λ cuanto más se acerca al valor de ξ=1. También se observa que el valor de 
d1=0 corresponde al problema de viga sin fisura. 
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Figura 16: Grafica Δλ frente d1 para diferentes posiciones del eje ξ, ξ.c=1/12; a=0,15 Viga en voladizo 
 
En la Figura 16 se observa que el valor de λ1 disminuye más respecto a la 
posición en el eje y, cuanto más se acerca al centro de la viga, d1=0,5. También se 
observa que respecto a la posición en el eje ξ, los resultados son parecidos cuanto 
más se acerca al empotramiento, ξ=0, y en esos puntos la variación de λ1 es mayor. 
 
Seguidamente se realiza el análisis para la condición de contorno de viga biapoyada. 
 
 
Figura 17: Grafica Δλ frente ξ para diferentes posiciones del eje y, d1.c=1/12; a=0,15 Viga biapoyada. 
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En la Figura 17 se observa que la máxima variación del valor de λ1 se produce 
en los extremos de la viga, disminuyendo esta variación hasta el centro de la viga 
donde se produce la mínima variación. 
 
 
Figura 18: Grafica Δλ frente d1 para diferentes posiciones del eje ξ, ξ.c=1/12; a=0,15 Viga biapoyada. 
 
En la Figura 18 se observa que la variación de λ1 aumenta al acercarse al 
centro de la viga. También se observa que en la posición respecto al eje ξ=0 no existe 
variación de λ1 con respecto al valor de λ del problema sin fisura. 
 
Analizando todos los valores estudiados, se busca la posición más 
desfavorable para cada caso de estudio (viga en voladizo y viga biapoyada) y para tipo 
de esbeltez de la viga analizada (c=1/8, c=1/12, c=1/20). Estos resultados se resumen 
en la Tabla 25, donde se visualiza la variación de λ1, Δλ, en cada caso. 
 
Observando los datos de la Tabla 25, se observa que la máxima variación de 
λ1, se produce para la condición de contorno de viga biapoyada; con la fisura en el 
extremo ξ=0; en el centro de la viga,d1   = 0,5; con la máxima longitud de fisura, a=0,35 
y con un valor de la esbeltez c=1/20, es decir, cuanto mayor sea la longitud de la viga 
respecto a su canto. 
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VOLADIZO 
c ξ d1    a Δλ 
1/8 0 0,5 0,35 0,98084095 
1/12 0 0,5 0,35 0,98102784 
1/20 0 0,5 0,35 0,98112231 
BIAPOYADA 
c ξ d1    a Δλ 
1/8 0 0,5 0,35 0,96413609 
1/12 0 0,5 0,35 0,96410697 
1/20 0 0,5 0,35 0,96409178 
Tabla 25: Posición de las posiciones más desfavorables. 
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7.1. CONCLUSIONES 
 
En este proyecto se ha realizado un análisis del comportamiento vibratorio en 
flexión de una viga de Euler-Bernoulli con una fisura longitudinal, sometida a dos 
condiciones de contorno diferentes: viga en voladizo y viga biapoyada. 
 
Para ello, primeramente se ha realizado un modelado de la viga con una fisura 
longitudinal. Este modelo consiste en dividir la viga en 4 segmentos. Seguidamente se 
describe las condiciones de compatibilidad que se deben dar entre los segmentos, 
para que el comportamiento de la viga sea continúo. 
 
A continuación se han formulado las ecuaciones que gobiernan el problema 
vibratorio. Al existir un acoplamiento entre las vibraciones transversales y 
longitudinales, se obtiene una ecuación que describe el movimiento transversal y otra 
para el movimiento longitudinal. Ambas ecuaciones se resuelven por el método de 
separación de variables. 
 
Teniendo las soluciones generales de las ecuaciones del movimiento en cada 
segmento, así como las condiciones de contorno y de compatibilidad que deben 
cumplir, se obtiene un sistema de ecuaciones de 20x20 para las 20 constantes 
indeterminadas que conforma la solución general del problema. Este sistema tiene la 
forma siguiente: 
 
 𝑄 20𝑥20 ∙  𝐶 20𝑥1 = 0 (7.1) 
 
Las frecuencias naturales se obtienen como solución de la ecuación algebraica 
resultante de anular el determinante de la matriz Q. 
 
Se ha realizado un estudio de las variables adimensionales de las que depende la 
solución del problema. Se llega a la conclusión que las variables adimensionales de 
las que depende el problema son las siguientes: 
 
 Esbeltez de la viga, c. Relaciona la longitud de la viga con su canto: 
 
𝑐 =
𝐷
𝐿
 (7.2) 
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 2 variables de posicionamiento de la fisura en el eje ξ, α y β, que posicionan 
los extremos de la fisura longitudinal. Restando estas variables se consigue 
la longitud de fisura. 
 
𝛼 =
𝐿2
𝐿  (7.3) 
 
𝛽 =
𝐿1
𝐿  (7.4) 
 
 Una variable de posicionamiento en el eje y, 𝑑1   . Relaciona la distancia de la 
fisura a la fibra superior de la viga divido por el canto de la viga. 
 
𝑑1   =
𝑑1
𝐷  (7.5) 
 
Se resuelve el determinante, con la ayuda del programa informático MatLab. Se 
llega a una serie de resultados para la frecuencia adimensional del problema λ1. Se 
recuerda que aunque se trabaje con variables adimensionales, el objetivo de este 
análisis es hallar la frecuencia natural de la viga, que tiene la siguiente relación: 
 
𝜆1
4 =
𝜌𝐴1𝐿
4
𝐸𝐼1
𝜔2 (7.6) 
 
Los resultados obtenidos se comparan con la frecuencia adimensional, λ, del 
problema sin fisura. Esto se realiza para poder analizar el efecto de la fisura 
longitudinal sobre la viga. Se varía las distintas variables de dependencia del problema 
y se llega a las siguientes conclusiones: 
 
 La esbeltez de la viga, c, no es una variable determinante del problema. En 
el caso de viga en voladizo, apenas hay variación de los resultados; y en la 
viga biapoyada varía un poco más, pero no de una forma determinante. 
 
 Al variar la posición en el eje y, 𝑑1   , se observa que la variación de la 
frecuencia adimensional del problema, λ1, respecto a la frecuencia 
adimensional del problema sin fisura λ, va aumentando hasta llegar a su 
máximo en el centro de la viga. Este hecho ocurre para ambas condiciones 
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de contorno estudiadas, dándose mayor variación para el caso de viga 
biapoyada. 
 
 Al variar el posicionamiento de la fisura en el eje ξ, se observa diferente 
comportamiento dependiendo de las condiciones de contorno utilizadas. 
 
o Para el caso de viga en voladizo, la máxima variación del valor de la 
frecuencia adimensional del problema, λ1, ocurre en el 
empotramiento de la viga, disminuyendo este valor hasta llegar al 
mínimo en el extremo libre de la viga. Se observa que lo valores 
próximos al empotramiento son parecidos y cuanto más te alejas de 
éste, mayor variabilidad de los resultados. 
o Para el caso de viga biapoyada, la máxima variación del valor de la 
frecuencia adimensional del problema, λ1, ocurre en los apoyos de 
la viga, llegando a un valor igual al problema de viga sin fisura en el 
centro la viga, es decir con variación nula. 
 
 Al aumentar la longitud de la fisura, a (β-α), aumenta considerablemente la 
variación del valor de la frecuencia adimensional del problema, λ1 con 
respecto al valor de la frecuencia adimensional, λ, del problema sin fisura. 
Se puede decir que es el factor más determinante a la hora de estudiar el 
problema. 
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7.2. TRABAJOS FUTUROS 
 
Como trabajos futuros se plantean los siguientes: 
 
 El presente proyecto se analizan vigas largas de Euler-Bernoulli, por lo tanto se 
puede ampliar el estudio al análisis de vigas de Timoshenko. 
 
 Analizar el problema inverso: conocido los cambios producidos en la frecuencia 
natural del sistema, identificar la presencia y características de la fisura 
(tamaño y posición). 
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